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Motivation

Antwortskalen bei Umfragen

Kardinalskala: Klassische lineare Regression
• z.B. Modellierung des Einkommens

Nominalskala: Wahlmodelle
• z.B. Modellierung der Wahl eines Verhütungsmittels (Vortrag letztes Jahr)

Ordinalskala: Ordered Probit Modell
• z.B. Modellierung von Antworten auf einer Likert-Skala
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Definition

Gegeben eine Frage mit 𝐽 geordneten Antwortmöglichkeiten.
Modelliere für Person 𝑛 = 1, … , 𝑁 bei der Wahlsituation 𝑡 = 1, … , 𝑇 (𝑛):

𝑈𝑛𝑡 = 𝑋′
𝑛𝑡𝛽 + 𝜖𝑛𝑡

𝑈𝑛𝑡 ∈ ℝ ist der stetige Zustimmungswert von 𝑛 bei 𝑡
𝑋𝑛𝑡 ∈ ℝ𝑃 ist der Vektor mit 𝑃 Charakteristiken von 𝑛 bei 𝑡
𝛽 ∈ ℝ𝑃 ist der zu schätzende Koeffizientenvektor
𝜖𝑛𝑡 ∈ ℝ ist der Fehlerterm für 𝑛 bei 𝑡 mit 𝜖𝑛𝑡 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎) (Probit Modellklasse)
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Kategorisierung der Zustimmung
In diesem Beispiel: 𝐽 = 5 Antwortmöglichkeiten

Zustimmungswert Unt

D
ic

ht
e

γ0 = − ∞ γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 = ∞
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Kategorisierung der Zustimmung
In diesem Beispiel: 𝐽 = 5 Antwortmöglichkeiten

Zustimmungswert Unt

D
ic

ht
e

γ0 = − ∞ γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 = ∞

J = 1 J = 2 J = 3 J = 4 J = 5
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Zustimmungswert und Antwort

Es bezeichne 𝑦𝑛𝑡 ∈ {1, … , 𝐽} die Antwort von 𝑛 bei 𝑡. Dann:

𝑦𝑛𝑡 = ∑
𝑗

𝑗 ⋅ 1{𝛾𝑗−1 < 𝑈𝑛𝑡 ≤ 𝛾𝑗}

mit 𝛾0 = −∞ und 𝛾𝐽 = +∞.
Das heißt, Antwortalternative 𝑗 wird genau dann gewählt, wenn 𝑈𝑛𝑡 ∈ (𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗].

Monotonie der Grenzen: Anstelle von 𝛾𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝐽 − 1, schätze 𝑑𝑗 mit

𝛾𝑗 = ∑
𝑖≤𝑗

exp(𝑑𝑖).
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Normalisierung

Modellgleichung für 𝑛 bei 𝑡:

𝑈𝑛𝑡 = 𝑋′
𝑛𝑡𝛽 + 𝜖𝑛𝑡

Die Zustimmungswerte 𝑈𝑛𝑡 sind invariant bezüglich

Skala: 𝑈𝑛𝑡 ∈ (𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗] ⇔ 𝑐 ⋅ 𝑈𝑛𝑡 ∈ (𝑐 ⋅ 𝛾𝑗−1, 𝑐 ⋅ 𝛾𝑗] für alle 𝑐 ∈ ℝ+
• Lösung: Fixiere zum Beispiel 𝜎 = 1 oder 𝜇 = 0

Level: 𝑈𝑛𝑡 ∈ (𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗] ⇔ 𝑐 + 𝑈𝑛𝑡 ∈ (𝑐 + 𝛾𝑗−1, 𝑐 + 𝛾𝑗] für alle 𝑐 ∈ ℝ
• Lösung: Fixiere zum Beispiel 𝛾1 = 0
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Heterogenität und latente Klassen

Anstelle eines konstanten 𝛽 für jeden Befragten 𝑛 = 1, … , 𝑁 :

𝛽𝑛 ∼ 𝑓

Die Verteilung 𝑓 ist eine Modellspezifikation, z.B.

ein Produkt unabhängiger Marginalverteilungen (z.B. Normalverteilung, Log-Normal
Verteilung)
eine multivariate Verteilung (erlaubt Korrelation zwischen Effekten)
eine Latente Mischung:

𝛽𝑛 ∼ ∑
𝑐=1,…,𝐶

𝑠𝑐 ⋅ MVN(𝑏𝑐, Ω𝑐)
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Bayesianische Schätzung
Grundlegende Formel:

Pr(Parameter ∣ Daten)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
A-posteriori-Verteilung

∝ Pr(Parameter)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
A-priori-Verteilung

⋅ Pr(Daten ∣ Parameter)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
Likelihood

Für das Ordered Probit Modell:

Pr(𝛽, 𝜎, 𝑑 ∣ 𝑦) ∝ Pr(𝛽, 𝜎, 𝑑) ⋅ Pr(𝑦 ∣ 𝛽, 𝜎, 𝑑)⏟⏟⏟⏟⏟
Likelihood

Müssen Likelihood nicht berechnen (zeitintensiv), wenn (𝑈𝑛𝑡) “augmentiert” wird:

Pr(𝛽, 𝜎, 𝑑, 𝑈 ∣ 𝑦) ∝ Pr(𝛽, 𝜎, 𝑑) ⋅ Pr(𝑈 ∣ 𝛽, 𝜎, 𝑑) ⋅ 1{𝑦𝑛𝑡 = 𝑗 ⇔ 𝑈𝑛𝑡 ∈ (𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗]}
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Posterior bestimmen

Methode: Gibbs Sampling
Gesucht: Zufallszahlen von 𝑓(𝑋, 𝑌 )
Bekannt: 𝑓(𝑋|𝑌 ) und 𝑓(𝑌 |𝑋)
Algorithmus:

• Initialisiere 𝑋0 und 𝑌 0

• Für 𝑟 = 1, … , 𝑅: 𝑋𝑗 ∼ 𝑓(𝑋|𝑌 𝑗−1)
und 𝑌 𝑗 ∼ 𝑓(𝑌 |𝑋𝑗)

Dann: (𝑋𝑟, 𝑌 𝑟) ∼ 𝑓(𝑋, 𝑌 ) für
𝑟 = 𝑄 + 1, ..., 𝑅 (“Burn-in” Phase)

A-posteriori-Verteilung der Modellparameter
durch Gibbs Sampling approximieren:

𝑈 ∼ Trunkierte Normalverteilung
𝜎 ∼ Inverse Wishart-Verteilung (bei
konjugierter Prior)
𝛽 ∼ Multivariate Normalverteilung (bei
konjugierter Prior)
𝑑 mittels Metropolis-Hastings (keine
direkte Ziehung aus der
Marginalverteilung möglich)
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Das pairfam Panel

Deutsches Beziehungs- und Familienpanel

Circa 12.000 “Anchors” (Hauptbefragte)
Auch Befragung von Eltern, Kindern, Partnern
Durchschnittlich circa 150 Variablen pro Befragung
In diesem Vortrag:

• Release 11.0 (11 Erhebungswellen von 2008/09 bis 2018/19)
• “NA Fälle” ignoriert (MCAR Annahme)
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Fragen mit diskreter, ordinaler Antwortskala
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Fragen mit diskreter, ordinaler Antwortskala
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Modelldaten (standardisiert)

summary(data)

## count
## deciders 11135
## choice occasions 1-6
## total choices 27207
## alternatives 5
## - '1' 4186
## - '2' 4025
## - '3' 6466
## - '4' 5649
## - '5' 6881

plot(data, by_choice = TRUE)
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Modell (einfach)

formula <- marriage ~ 1 + age + gender + rel_stat + income

age

gender

income

intercept

rel_stat

0 1 2

The horizontal lines show ± 3 standard deviation of the estimate

Average effects
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Grenzwerte für die Zustimmung

Geschätzte Modellparameter 𝛾:

## gamma_0 gamma_1 gamma_2 gamma_3 gamma_4 gamma_5
## -Inf 0.00 0.94 1.71 2.39 Inf

Beispiel:

̂𝛽rel_stat = 0.77
eine Person würde mit Eintritt in eine Beziehung immer von Antwortkategorie 4 zu 5
wechseln (ceteris paribus)
aber nicht zwangsläufig von 2 zu 3 (ceteris paribus)
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Modell (latente Klassen)
formula <- marriage ~ 1 + age + gender + rel_stat + income
re <- c("age", "rel_stat", "income")
C <- 3
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NA

The horizontal lines show ± 1 standard deviation of the estimate

Average effects
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Analyse der latenten Klassen

classes <- classification(mod)

head(classes, n = 3)

## 1 2 3 est
## 111000 0.3720 0.3892 0.2388 2
## 174000 0.5504 0.4432 0.0064 1
## 423000 0.4168 0.5328 0.0504 2

get_cov(mod, id = "111000")

## id wave age gender rel_stat income marriage
## 7 111000 2014/15 1.303499 1 0 -0.7610623 1
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Das {RprobitB} R Paket

Bayesianische Schätzung von Probit Wahlmodellen
 CRAN.R-project.org/package=RprobitB
 loelschlaeger.de/RprobitB
 github.com/loelschlaeger/RprobitB

prepare_data() simulate_choices()

RprobitB_data summary()

fit_model()

RprobitB_fit

plot()

summary()

compare()

predict()

choice_probabilities()

classification()
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 https://CRAN.R-project.org/package=RprobitB
https://loelschlaeger.de/RprobitB/
https://github.com/loelschlaeger/RprobitB


Computerwerkstatt

Paket installieren und laden:

install.packages("RprobitB")
packageVersion("RprobitB") # sollte >= 1.1.2 sein
library("RprobitB")

File mit R Code herunterladen und in R öffnen:
 loelschlaeger.de/files/code/aka22_rprobitb.R
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Danke für die Aufmerksamkeit!

Zusammengefasst:

Modellierung von ordinalskalierten
Antworten
Klassifizierung von Befragten mittels
latenter Klassen
Modell Selektion wurde nicht behandelt

 loelschlaeger.de/talks

Ich freue mich über:

Fragen und Anregungen zum Modell und
zum R Paket
Methodenvergleiche
Datensätze über ordinale Wahlsituationen

 loelschlaeger@uni-bielefeld.de
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